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Em 1978, Roger Apéry (1916-1994) demonstrou qualerdes= 3 na funcéo zeta de Riemann é igual

adl(s)= Zig =1,202056903 . Esse numero irracional é conhecido na Matemétozo constante de
i=1n
Apéry. A demonstracédo dessa constante utilizarfdagio zeta de Riemann é bastante trabalhosa e exig
conceitos matamaticos avancados. Sendo assimpdirgse contexto, o objetivo do presente trabalho f
apresentar um método alternativo para calculamataate de Apéry. Para tanto, utilizou-se de coosei
elementares de Algebra Vetorial e de Analise MatemaOs resultados obtidos mostram que o método
utilizado no presente trabalho € menos trabalhasqu# aqueles apresentados atualmente na literatura
especializada.
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In 1978, Roger Apéry (1916-1994) demonstrated thatvalue ofs= 3 in Riemann zeta function is
1 L . . . .

equal toZ(S)=Z—3= 1,202056903 . This irrational number is known in mathematicsAqery’s
i=1n

constant. The demonstration of this constant ufiegRiemann zeta function is laborious and requires
advanced mathematical concepts. Thus, within thigext, the objective of this study was to present
alternative method to calculate the Apéry constaatthis end, we used elementary concepts of viettor
algebra and mathematical analysis. The results atidkat the method used in this work is less |alsri
than those currently presented in the literature.
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1. INTRODUCAO

O desenvolvimento dos estudos das séries matesaimareu devido a necessidade de
explicar alguns fenémenos ondulatérios. Sendo assiiflerentes tipos de séries foram

descobertas. Uma série niUmeriga,, converge se a sucessao das reduzidas também asmamad
i=1
de somas parciais, converge [1]. A sucessdo dawidesd € aquela cujo termo geral é

An= ian (reduzida de ordem n). As séries do tiﬁe%, coma > 1, convergem sempre. Por

=1 n=1Nn

.. - N N .
outro lado, as séries do tpo—a, coma < 1, ndo convergem, e, entdo, diz-se que ela

n=1Nn
divergem. Parar = 1, a série € denominada de série harménicazahdo-se da andlise de
Fourier, ¢é possivel mostrar que: (i)ﬁz §i=1+i+—1 +—1+L e (i)
nm1n? 2 32 g2
w_ =1 1 1 1 L . . . L
—=Yy—=—=1+—+—+-—+L . A série do item (i) & conhecida como série deeEUEM
9 n=1n4 24 34 44
. ° 1 1 1 1 .
1978, Roger Apéry demonstrou que) — =1+—+—+—+L resultava num numero
n:1n3 23 33 43

irracional, conhecido atualmente, como constantdplry [1]. Atualmente, a obtencdo dessa

constante é bastante trabalhosa, pois, as ferramentatematicas utilizadas exigem
045901-1
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conhecimentos avancados de Calculo. Sendo assiwhjaisivo do presente trabalho foi
desenvolver um método que facilitasse a obtenc@ouistante de Apéry. Segundo Aguiar et al.
[2], antes de “atacar” um problema matematico, éesgario um planejamento estratégico.
Baseado nisto, antes de calcular a constante dey/Apé necessario estabelecer as condi¢cbes
necessarias para a sua resolucao. Para tantoouriiée dos conceitos matematicos apresentados
nos trabalhos de Bassanezi e Junior [3] e de DgaMeves [4], em relacdo aos fundamentais da
Algebra Vetorial, do Célculo e das Variavéis Cormpte

2. FUNDAMENTOS DE ALGEBRA VETORIAL

u.v

Jul v

O anguloa. formado entre dois vetores u e v, € dado posy =

. Sendo assim, tem-

se a seguinte equagao
uv=|u|y.com (1)

em que u.v € o produto escalar entre os vetoresvueélu],[v( sdo respectivamente 0s
mddulos dos vetores u e v. Os vetores u e v pameaR" comn - c e n pertencendo Z' .

Suponha-se queau =[1,2—12 : n_12 } comn - o e n pertencendo Z_, seja um vetor]

aR" e quev:[(1+a)°,(1+0()1l_ ,(1+0()“+1] seja um vetord a R” comn - e n

pertencendo &' . Calculando-se 0 mddulo dos vetores u e v, tem-se:

| = \/1+2—14 + .t n_l“ + . (2)
V=@ a) +(1+a)*+ ot (1a) 2 3)

mas,

4
£=1+i+i+_1+|_ . (4)
90 24 34 44

Substituindo a expressao (4) na (2), tem-se,

[
|u|— %_m_m' )]

2n-2

(1+a)’+(1+a)® + ..+ (1+a)
tem-se:

z o] Lyt 2 .
+ .. é uma série geométrica de radde a)’. Sendo assim,
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(L+)0+ (1) + ot (1a) 2+ ..;151(120)2:1_(110)2 Cpois 2a)’= . (6)

Substituindo a expresséo (6) na (3)

_ 1 1 1
V= ;= = ;- )
1-(1+a) \/1—(1+a) \/1—(1+0()
Calculando-se o produto escalar entre 0s vetoeeg, tem-se:
11 1 wa)l ( #q) 1o)" e = 3
o8 i v H((#a) (#a) (2a)™+ |7 u. (8)

Substituindo as expressées 5, 7 e 8 na equacamke:

o (1+a) (1+a)"

+..+ + .= U3 ; ! .cost
22 n2 \/% [1_(14_(1)2 .

9)

3. FUNDAMENTOS DO CALCULO

Multiplicando ambos os lados da expressédo (9) moredconsiderando as constantes de
integracdo diferente de zero apds calcular asramiteglo lado esquerdo, tem-se as seguintes
expressoes:

1+a)do+ = (1ra) it 4= (Ba)  d+ .z — .LOS(] )d , (10)
1+a)’do + = [(1+a) i+ 4= ( o) d+ = Looga) . 11
I( +G) +22I( +G) .t n2 ( G) + /90 1—(1+G)2 ( )

Resolvendo as integrais do lado esquerdo da edmegkl) utilizado o método da
substituicdo, tem-se:

u0+1

0+1

[(1+a)’ dd = u=a = [(*a) d=[ Uds = a( 4a)

(12)
de o
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2 1+ 2
[(1+a)' dd = u=tra = (*a) d=] hdl;Fu?Z% (13)
der a
n-1 1 u" (1+G)n
[(1+a)"da= u= (*a) = [ 0" de—= (14)
n n
d= d
Substituindo as expressdes (12), (13) e (14) ent¢bi-se:
1+a)? n
(1+a)+ k1+( +S) +k2+...+—(1+(:) + K+ .= LS [ Lcose )at (15)
2 n \/9_0 \/1_(1+O()2
Calculando a integraﬂM utilizando a formula de integracdo por partes;sem
1-(1+a)?
cose ) _ arcseff +a) .cos( 9] arcsenrir) sen(. (16)

&h—a+af

Pela formula de Mac-Laurin, tem-se;

3 aZn—l

senf)=a-L + .+ (4 (17)

3! (2n-1)!

Substituindo a expresséao (17) na (16), tem-se

a3 . aZr‘I—l
[arcserf *a) .sew( pd=[ arcserd {q_—§+ +... f_f)(zhi—])ﬁ }.a . (18)

Calculando as integrais do lado direito da expeé$d) usando a férmula de integracéo por
partes tem-se:

arcsen(ta ¢*" 1. o’ d

2n 2n’ 1- A+a)

[arcsen(ta ¢*" " d =

(19)

4. FUNDAMENTOS DOS NUMEROS COMPLEXOS

Na expressdo (19), tem-se quel-(l+a)l=1-1- A-a’=-2-a?. Como
-1=i2, entdo -& a2 = Il]j ﬁ+a2): %[ﬁ ﬁ+0(2). Sendo assim, a integral da express&o
(19) fica:
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a®'da a*"da 1. a?d

I R
J1-(1+a)’ \/I Qa”+2a) 1" J(a?+2a)
2n 2n 2n
1d da %mj o“"dx _ o “dx

i ,/a +20 | \/(O(2+20() J\/(a2+20)
Para n=1,2 e n na expresséo (20), tem-se:
n=1

2nda 2 lm

/ 1+0( ‘/a +20( _II‘IO( +20(

o’da  _ . ol _ . a’ds
/ (1+a)’ ,l(az+20() ,1(012+20()
n=n
2”d(;( .. a?da

Substituindo as expressoes (21), (22) e (23) na ({@9-se:

arcse{ *a)a? 2
Jarcsen(ta ¢ d = r(2 ) + i o’ da
(o + 201)
arcser{ *a)m* 4
[arcsef *a)a® d = '(4 ) , da
4 (a2+20()
2n 2n
[arcsen(ta &2 g-asendrap” o, o’ d

2n on/@?+ )

Substituindo as expressodes (24), (25) e (26) ng (@d-se:

arcsen(t o ¢? __ 1 arcsentin af N

[arcserf ¥ o) Osem( Eﬂmlz{ 5 3 n

gresen(a g™ +..}+i1—°‘2 d yhhoaod , g (TWmd
2

a?+20 34 Jo?+ (2n- 3 12n/a? + 2

2n

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)
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Aplicando o somatoério na expresséo (27), tem-se:

= arcsen(ta &>" e (It a?d
arcsen(*a )se = - + [i E 28
/ (ra Psen( Ji=3, (2n-3) 1 2n (0 Inzzl( 2n-) ! 2n /g2 + 29 (28)
Substituindo a expressao (28) na (16), tem-se:
f cos@ )dx — arcsen( a ) cos( 3 5 arcsen(ta of (- )in—1+
1- 1+a ) =1 (2n—-1)!2n

3n-1 (29)

Ay ()" oo
n=1 (Zn_l) ' 2n 1[a2+2a

Substituindo a expresséo (29) na (15), tem-se:

(L+a)° (L+ay’ 5 s
1+a)+k + +k,+..+ +k,+..=—— arcse(t ta)0 cog(+H—L
( ) 1 23 2 n3 n \/% (1 ) ( )\/% (30)
3 arcser{ ¥ o)o®" o1 g 5 (X - a?"da
i1 (2n-1) 12n J90 7t (2= ) 12n o2 + 2q
Mas,

1+a) n
(1+a)+k1+( 23) tky .t (1+n(:) +tk,+..=

(31)
1+a)’ n

=[(1+0()+ k1+( 23) tky .t (“n?) +k, + ]+ 0.
Sendo assim, a expressao (30) fica:

1+a)’ 1+a)" [ e
{(1+0()+ k1+( 23) + k2+...+( n3) +k, + }+ 0|={\/%Darcse(1 ta)0 cos( ﬂﬁ)[ .

o arcsef ¥o)a o | @ e (- | a2"da
%1 (2n-1)12n DT \/%Inz::l (2n-1) !ZnD/a2+2G

Igualando-se as partes reais e imaginarias dassgud32), tem-se:
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(1+a)? @+a)" ™ s
1+a)+k + +k,+..+———+ Kk, +..=y—="[arcsen@a [J cog(H—"L
(L) + k2 ok S Sk + s Taresenttar ) cos( 4

(33)
= arcsen(ta ¢>" a1
-1
?;1 (2n-1 ! 2n =D
Entretanto,
e (0" a?da :
I E =i 34
{\/%anz“l(Zn—])Qn Ja? +2a ( )
N -1 3n-1 on 2 _13n—l on
eT[ZIZ() O(dO(ZTtDZ (-1) o O °da (35)
V90 na(2n-1 12n g2 +2q V90 nt (2n- ) 120 /g2 + 2
Como0.i = ifO dx, a expresséo (33) fica:
N _13n—1 on
TR () 28 9% ii0.da (36)
Jo0s= (2n-1) ! 2n g2 + 20
Nessas condi¢des, tem-se:
2 % (-1 o o 06l (- 5 o _04/90 _ 0_,
V90 n1(2n-1) 1 2n g2 4 2q im1(2n-1 12n Jo2+2q T TP
Sendo assim, temos,
3n-1 n 3n-1 n
5 (1) o o o +... (-1) o +...= 0.(37)
1(2n-1)12n Jo2+20  2/a’+ 1 34/a’+ X (2n-1)12n g%+

1 ~ A
Colocando-se———— da expressao (37) em evidéncia, tem-se:

Ja? +2a

2 4 _ 3n-1
a_—a_+,__+Lﬁb(2” +.=0Va%+ 2

2 34 (2n-13 12n
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@ _at, (0 ()™

—- ot +...= 0,co ertencente @ . Portanto,
2 3.4 (2n-13 12n { 2 1L 12n" ©

2 _4\3n-1
aztﬁl O(—+...+—( ! [0 2+...|=0 (38)

5. CALCULO DA CONSTANTE DE APERY

De acordo com a expressao 38, tem-se0. Substituindo esse valor na expressao (33), fi

1+0)° 1+ 0"
(1+0) + k1+¥+ k2+...+( 3) +k, + = arcseft £ )0 .cos(®
2 n J90 (39)
™ = arcsen(t 0), \2n
0)" .-
\/%nz::l(zn—l) 2n {0 Y
Mas,
@ & arcsen(t+ 0) .,
0)*" -1)°"'= 0+ O+ O+ .= (

@El (2n—1)!2nh) )
e arcsen(* O¥ arcsen(D) coséﬁ)gmz
Sendo assim, a expressao (39), fica:

2 n 3n-1
1+k, +H+k +. +ﬂ+ k,+. EEDH ()3—7-[2 Z —(1) =

2 n’ " o0 2 J90n=1 2 (2n—]) 02n

1 1 T ° 1
=1+k; +—+k+ +—+k+ 0= =Y —=—|ki+k,+L +k,l.

2 = 2J_() afo0 e Lkitketh il
Logo,

S Lo T [rkatl k) (40)
n=in’® Zﬁ

Considerando que soma das constantes de integrec@xpressdo (40) seja uma série

geomeétrica cujo primeiro termo é unkg,; = (

n
54} , Com n inteiro positivo e maior ou igual a

um, tem-se:

1414 +1_+ m__ 54 = 1,634174268 0,432 1,202174: (41)

2 T 6J10 125
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Portanto, o valor dei _S4 na expressao (41) é aproximadamente igual a cuasia

6J10 125

Apéry.
6. CONCLUSAO

. ~ ~ el .
A soma das constantes de integracdo que aparecegsatacdo da serig. — pelo método
n=1n

alternativo apresentado, tem sempre como resultiawi® série convergente, onde uma das
solucdes fornece a constante de Apéry.
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