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Este trabalho, no contexto de meio poroso com restricdo de incompressibilidade, trata de um estudo sobre
grandezas constitutivas e diferenca de pressdes arbitrarias em uma suspensdo particulada. Sdo usadas duas
soluches exatas de um sistema de equa¢es do movimento da suspensdo particulada, com tais solucGes
inseridas em modelagem matematica do movimento gravitacional de suspensdes particuladas em proveta. A
modelagem envolve sub-regifes que variam com o tempo e sdo delimitadas por interfaces em movimento,
inclusive pela onda de aceleragdo. As solugdes exatas e os movimentos da onda e das interfaces, juntamente
com dados experimentais da literatura de altura versus tempo da interface superior descendente do préprio
teste de proveta, sdo usados para o calculo de parametros envolvidos em equagdes propostas para as partes
constitutivas da forca de interagdo e de cada tensor tensdo. Com isso, é determinada a diferenca de pressées
arbitrarias. S8o0 mostrados resultados numéricos do calculo dos parametros envolvidos nas equacfes do
modelo, usando-se como ponto de partida a determinagdo dos parametros basicos velocidade da onda de
aceleragdo, ponto de encontro da onda com a interface superior descendente e ponto de encontro das
interfaces.

Palavras-chave: suspenséo particulada, pressdes arbitrarias, grandezas constitutivas

This work deals with porous media with incompressible constraints and is a study on constitutive quantities
and difference in arbitrary pressures in a particulate suspension. In this study, two exact solutions of a system
of motion equations of a particulate suspension were used. The solutions were employed in the mathematical
modeling of the gravitational motion of particulate suspensions in a test tube. This modeling deals with sub-
regions that vary with time and are bounded by moving interfaces and an acceleration wave. The exact
solutions and the motions of waves and interfaces, along with experimental data on height versus time for
the descending upper interface of the test tube, as obtained from literature, were used to calculate the
parameters involved in the proposed equations for the constituent parts of the force of interaction and of each
strain tensor. Thus, the difference in arbitrary pressures was determined. The numerical results of the
parameters in the model equations obtained using the basic parameters of acceleration wave velocity, meeting
point of the wave with the descending upper interface, and meeting point of interfaces are reported
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1. INTRODUCAO

O estudo do movimento de suspensfes particuladas é relevante tanto do ponto de vista teérico,
como em muitas situagoes de interesse pratico [1-3]

Do ponto de vista de misturas solido-fluido, a suspensdo particulada pode ser estudada com base
na teoria continua de misturas sem reacdes quimicas, que estabelece equagdes dos balancos de
forma mais generalizada, inclusive a desigualdade entropica que é importante tanto para anélise de
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grandezas constitutivas, como também para grandezas arbitrérias quando h algum tipo de restricéo
[4].

De acordo com Silva e Jesus [4], dependendo de como as grandezas constitutivas e arbitrarias
sdo agrupadas e interpretadas, formas diferentes podem ser obtidas para sistemas de equagfes do
movimento de uma suspensdo particulada com restricdo de incompressibilidade. A forma do
sistema escolhido é aquela que facilita a determinacdo de solugcBes exatas, as mais simples
possiveis, para serem inseridas em modelagem matematica.

Em uma dimensao, pode ser utilizada modelagem matemética do movimento gravitacional de
suspensdes particuladas em proveta ou modelagem matematica da sedimentacdo gravitacional em
proveta, que ndo é simplesmente um problema puro de sedimentacdo. A modelagem é mais
complexa, pois envolve sub-regifes que variam com o tempo e sdo delimitadas por interfaces em
movimento, sendo que em cada regido a porosidade e as velocidades satisfazem um sistema de
equac0es diferenciais parciais.

Neste trabalho, em uma dimenséo, duas solugdes exatas, de uma forma de sistema do trabalho
de Silva e Jesus [4], determinadas por Libdrio et al. [5], sdo inseridas em modelagem matematica
do movimento gravitacional de suspensdes particuladas em proveta, uma na regido de sedimentacao
livre e outra na regido de transicdo. Além disso, é usada a base preliminar de informacdes
estabelecida por Liborio et al. [5].

As solugdes exatas e 0s movimentos da onda de aceleragdo e das interfaces, juntamente com
dados experimentais da literatura de altura versus tempo da interface superior descendente do
préprio teste de proveta, sdo usados para o calculo de parametros envolvidos em equacdes propostas
para as partes constitutivas da forga de interacdo e de cada tensor tensdo. Com isso, é determinada
a diferenca de pressdes arbitrarias.

Sado mostrados resultados numéricos do calculo dos parametros envolvidos nas equagfes do
modelo, usando-se como ponto de partida a determinacdo dos parametros basicos velocidade da
onda de aceleragdo, ponto de encontro da onda com a interface superior descendente e ponto de
encontro das interfaces.

2. ELEMENTOS BASICOS

Para uma suspensdo particulada, considerada como um meio poroso saturado com fluido e
modelado pela teoria continua de misturas sélido-fluido sem reagdes quimicas, a densidade do
constituinte fluido p; e a densidade do constituinte sélido p, sdo dadas por

p1 = €py e pz = (1 —&)ps @

nas quais, py e ps sdo, respectivamente, as densidades do fluido e do solido puros e ¢ € a fungdo
porosidade [4].

Em uma dimensdo, as equacBes do movimento de uma suspenséo particulada, com restri¢do de
incompressibilidade, oriundas dos balan¢os de massa e quantidade de movimento linear, sdo
expressas pelas Equagdes (1), com pg € pr constantes, e as equagdes relatadas a seguir [4].

9 | 0evy) _ % _ 9 11— =
2yl e X Zja-gEp]=0 )
OPy o av. av.
p1a; = —¢€ a—yf+a—yl+m+p1g1 com al=a—t1+V16—y1 (3)
aP; | 9o av: av.
P2a2=—(1—5)£+6_y2—m+.0292 com a2=a_t2+Vza_y2 (4)
at 9y  dy ot sf — Is f

onde t é a variavel tempo e y é a coordenada espacial. V;, V5, a, € a,, sdo, respectivamente, as
velocidades e as aceleraces dos constituintes fluido e solido. Py e P; sdo pressdes arbitrarias. o; e
g, S80, respectivamente, as partes constitutivas dos tensores tensao dos constituintes fluido e sélido.
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m € a parte constitutiva da forca de interacdo. As grandezas vetoriais g, e g, Sao as respectivas
forcas de campo. Psf € a diferenca de pressdes arbitrarias que satisfaz a Equagdo (5) determinada
pela teoria de Silva e Jesus [4].

As Equacdes (3), (4) e (5) fornecem a equacdo de interse¢do

0Py 1 do, 100y m

Pslz = Pyt = =5ttt = L o Tt T Ps92 ~ Prda (6)

3. METODOLOGIA

3.1 SOLUCOES EXATAS

Do trabalho de Libério et al. [5] sdo determinadas duas solucBes exatas para o sistema formado
pelas Equacdes (1)-(6). A primeira € a solucdo constante caracterizada por

m

(1-g)  Ps92 = Pro1 e &, V1, V, e Pgy constantes (7)

A construcdo da segunda solugdo comeca com a observacdo de que a consideragdo

Psf:Psf(:VIt):Psf(E) com EZE(yrt) (8)
satisfaz a Equag&o (5). 1sso motiva a procura de outras solugdes exatas sob as suposigdes
Vi =Vi(y,t) = Vi(e) e V, = V2, t) = Va(e) 9)

de tal modo que derivadas da porosidade e das velocidades também sejam funcgdes da porosidade,
no sentido da composi¢do de fungdes expressa nas Equacdes (8) e (9). Dessa forma, suposicoes
constitutivas generalizadas para as partes constitutivas da forca de interacdo e de cada tensor tensédo
também podem ser colocadas na forma

m = m(y,t) = m(e); o1 = 01(y, 1) = 01(e); o, = 0(y,t) = 02(e)  (10)

Com isso, usando como base as Equacdes (8)-(10), a segunda solucéo exata determinada por Libério
et al. [5] pode ser colocada na forma

Vo = wo — (u, + wp) 11__‘10 e Vi =wg + w (11)
[A(e)de = y — wyt + constante; A(e) g—; =1 (12)
G@AE =BE -ZL-0(); G ==~ (p:g2— pr91) (13)
O A

onde wy e U, sdo velocidades constantes, A(e) € uma fungéo arbitraria da porosidade com unidade
de comprimento e ¢ é uma constante arbitraria.

3.2 MODELAGEM MATEMATICA

Esta parte utiliza a estrutura desenvolvida por Libdrio et al. [5] para o0 movimento gravitacional
de suspensdes particuladas em proveta (sedimentagéo gravitacional em proveta), caracterizado de
acordo com a Figura 1.
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Figura 1: Gréfico representativo do processo de sedimentacdo em proveta.

No grafico da Figura 1, HPQR até a altura H corresponde a regido de liquido puro, OPHO
corresponde & regido de sedimentacgdo livre, OPQO corresponde a regido de transi¢éo e a regido
limitada por OQR e o eixo dos tempos corresponde a regido de compressao. As curvas HPQR, OP
e OQ correspondem, respectivamente, as alturas da interface superior descendente, da onda de
aceleracdo e da interface inferior ascendente. A introducdo da regido de transicdo OPQO foi
motivada pelo trabalho de Kynch [6] e a reviséo da sua teoria feita por Tiller [7] e estendida pelos
trabalhos de Fitch [8] e Font [9]. A onda de aceleracéo, que nado precisa ser visivel, corresponde a
propagacao inicial da onda de concentragéo, a Unica que parte do fundo da proveta.

Em relacdo a cada curva do gréfico da Fig. 1, podem ser escritas as seguintes notagdes:

x=x(t) (0<t<w); h=ht) (0<t<ty; z=2z(t) (0<t<t,) (15)

onde x ¢ a altura da interface superior descendente, h é a altura da onda de aceleragdo e z é a altura
da interface inferior ascendente. O tempo t, indica o instante de encontro da interface superior
descendente com a onda de aceleracéo, enquanto que o tempo t,. indica o instante de encontro das
duas interfaces. As alturas satisfazem as condigdes iniciais e as condi¢fes de encontro,
respectivamente,

x(0) =H;  h(0) =z(0) =0; x(to) = h(to) =xo;  x(t) =z(t)=x.  (16)
nas quais H é a altura inicial da suspenséao na proveta. Além disso
e(y,0) = gy = constante 0<y<H, Jg1=9=—-g a7

onde g, é a porosidade inicial, g é a aceleragdo da gravidade, a coordenada espacial y esta orientada
para cima e y = 0 representa o fundo da proveta. Desse modo, das Equacges (2), (13) e (17), das
condicdes de salto e das condi¢des de velocidades nulas no fundo da proveta

eVi+(1—-eV,=0 0<y<x(t) G(¢) =%+(ps—pf)g (18)

3.2.1 Uso das solugdes exatas

A primeira solucdo e a segunda solugdo sdo inseridas, respectivamente, nas regides de
sedimentacao livre e de transicdo. Assim, das Equacdes (7), (11)-(18) e de Libdrio et al. [5]

e, t) =¢ 0<st<ty,, WV,(t)=—u, 0<t<ty; G(g) =0 (19)

para a regido de sedimentacao livre e
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V2=W0_(UO+W0)11__? € V1=W0+M O<tStC (20)
[P A@)dE = wot —y 0<t<t, (21)
( )? ’
_ _ 2 Ug+wy ﬂ Wo _
Q(E) - (1 EO) |::DS (1—8)3 + &3 <(1—80) (uO + WO)) ] (22)

para a regido de transigdo, juntamente com as Equacdes (13) e (14).
De acordo com Liborio et al. [5], da compatibilizacdo das Equacdes (15), (16), (19)-(21) e das
condi¢des de salto através da onda de aceleracdo e da interface superior descendente

h = h(t) = wyt; x =H —ugt 0<t<ty; Xo = Wotg (23)
(uo + wo)ty = H; (uo + wo)xo = Hwy (24)
f;_o A(e)de = wot — x e % = wy — (uy + wp) i:ﬂ to<t<t. (25)
Wot —x)2 =2N"(x +ugt —H)  ty <t <t N~ =N(g) (26)

para as alturas da onda de aceleracéo e da interface superior descendente, respectivamente, em tais
intervalos, onde w, e U, sdo, respectivamente, as velocidades da onda de aceleracdo e de

sedimentacao livre, e~ é a porosidade no lado inferior de tal interface e N (&) € outra fungdo com
unidade de comprimento definida por

2(J7(e0 — DAOAEN() = (1 — ) (J° A©)de)” 0

As Equacdes (23)-(26) mostram que tudo depende dos pardmetros basicos u,, w, € do ponto
(x¢, t.). Eles sdo determinados com o uso de pontos experimentais (x,t) da interface superior
descendente do prdprio teste de proveta, como detalhado a seguir.

A velocidade de sedimentacéo livre u, é determinada da segunda relacéo das Equacdes (23). A
velocidade da onda de aceleragdo w, € 0 minimo positivo da funcdo w

uyx?

W = S H(H—x)-CH-—)ugt

com 2H(H —x) — (2H — x)ugt > 0 (28)

obtido pela substitui¢cdo de pontos experimentais (x, t) na relacéo (28).
O encontro das interfaces é o ponto (x,, t.) onde ocorre 0 minimo positivo da fungdo W

= UoX —x) —
W= oot com 2(H—x) —ugt>0 (29)

obtido pela substitui¢do de pontos experimentais (x, t) na relagéo (29).

3.2.2 Equag0es propostas para as grandezas constitutivas

Para a parte constitutiva da for¢a de interacdo é adotada a equagédo

m=1-&eRWV,—-V;) com R = R(¢) (30)
onde R é a resistividade. Com isso, segue das as Equacdes (18) e (30) que

_ (1-9)RV,
&

Entdo, das Equacfes (18), (19) e (31),

(31)

2 —
uo = w com RO = R(go) (32)

A Equagdo (32) motiva a introducdo de uma velocidade u dada por
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e%(ps—py)g

u=u(e) = -

Dessa forma, as Equacdes (32) e (33) fornecem a relacéo
_Ry[e)?
u=2()
Baseado nas Equacdes (32)-(34) sdo adotadas as seguintes equacdes

v ()" o Rem (@)

€o

onde M é uma constante. Além disso, as Equacdes (20), (32) e (33) mostram que

u(gg) = —Va(ep) = up

(33)

(34)

(35)

(36)

Isso sugere transferéncia de informagdes da velocidade V, para a velocidade u. Assim, para o

calculo de M, é adotada a condicdo

ey =_2"
dg(go)— = (€0)

Logo, das Equacdes (18), (20), (31)-(37) obtém-se que

_ &o(ugtwy)

le _
= Tuoli—o) ¢ 2z () =0
e as Equacfes (13), (19) e (38) determinam as condigdes

dPgsf
de

dzPsf daQ
de? de

B(go) — =L — Q(eg) = 0 e Z(e)-

Para as partes constitutivas de cada tensor tensdo sdo adotadas as equacgdes

&) =0

[i)% 1— B
01=2ﬂa—yl € 02=%<1+(1_£;) ); 0o = (&)
onde u, o, € S sdo constantes. Com isso, das Equacdes (12), (14), (20) e (40)

B(S) = BQ2oy-09) | 2uT (fdA + 2) _ €o(ugtwo)—uo

2(1-¢)2 e+ \Ade com = A

4B, BB+D) o

e Ade ' Ade? a2

2ut| 8 5dA |, £d?A 2¢ (dA)2
g4 de

3.2.3 Diferenca de pressoes arbitrarias

@37)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

As funcbes comprimento A(e) e a diferenca de pressdes arbitrarias estdo relacionadas nas
Equagdes (13). Por serem arbitrarias, fixada uma, a outra sustenta o sistema de equages. Por isso,

usando a Equacgéo (27), podem ser estudados 0s casos para 0s quais
A= A(e) = Ay = constante; N = N~ = constante = Ny = (1 — g5)4,

1dQ

(&) = T3 &) —

8ut
£

dPsyr _2ut _ Q(eo). dPls _
— @)= = 2 com Py = Pgr(e)

Entdo, segue das Equacbes (19), (22), (24), (26), para t = t,, (27), (38), (40)-(44) que

_ &o(uo+wo)—ug

4
By = Q() com -
0 0

(1-&9)?

3(3"‘2)0'0 _ l6ut — dQ (S )
0

(1-g9)3 & de

(43)

(44)

(45)

(46)
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2
dQ (uotwo)? _ p
2 (e5) = 3(1 - &)’ [ps o’ 24— o+ wo)) ] @)
x(t) = NO + Wot - \/ZNo(uO + Wo)t - No(ZH - No), tO <t< tC (48)
VY
NO _ (Wote—x¢) (49)

T 2(xctugte—H)

Da estrutura estabelecida acima, as Equaces (13), (18), (20), (22) e (31) fornecem as rela¢bes

(20,-0y) 4
Py = I — Iy — Al + cte com Iy = M#‘f’@ - (50)
w2 p ?
= (1 —¢e)2|Ps (FotWo)™ _ Pr(_Wo _
Iy = (1—¢p) <2 ( -2 ) ) <(1_€0) (ug +W0)) ) (51)
M-2 _ _ 1
Ig = (Ro (WiOM el ™M — &2 (ug + wo)(1 - So)fmdf) + (Ps - Pf)gg) (52)
para a diferenca de pressdes arbitrarias, com M # 1. ParaM = 1
B(20,-0p) 4
Pss =I5 — Iy — Aolg + cte com 5= ﬁ -5 (53)
2 2
— (1 —e)2|Ps (BotWo\" _ Pr[_Wo _
Ip = (1—¢g) (2 ( P ) 222 <(1_£0) (uo +W0)> ) (54)
R
I = (E—Z (WO Ine — (up +wp)(1 — &) (ln é)) + (ps — pf)gs) (55)

4, RESULTADOS E DISCUSSOES

A Tabela 1 foi elaborada com base nos dados experimentais de Shannon et al. [10], com a
velocidade de sedimentacdo livre u, obtida por meio da Equacdo (23). Ela mostra o célculo da
velocidade da onda de aceleragdo w, com base no minimo positivo de w dado pela Equacéo (28),
como também o ponto de encontro das interfaces (x.,t.) que é o ponto onde ocorre 0 minimo
positivo de W dado pela Equagéo (29).

Tabela 1: Suspensdo aquosa de esferas de vidro (H = 31 cm, g, = 0,850, uy =
10,10 cm min™1).

t(min) x(cm) w(cmmin!) W(cm min™?!)

0,00 31,00 - e
1,25 18,19 13,86 14,14
1,50 15,76 10,27 10,38
1,75 13,52 8,14 7,90
2,00 11,01 5,85 5,62
2,25 8,75 4,56 4,06
2,50 7,26 5,94 3,30
2,75 7,12 -11,71 3,60

Fonte: Elaboragdo prdpria com os dados de Shannon et al. [10]

A Tabela 1 e as Equacdes (24), (43) e (49) fornecem os resultados expressos na Tabela 2.
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Tabela 2: Suspenséo aquosa de esferas de vidro (H = 31 cm, g5 = 0,850).

Sequéncia por linha do célculo de 4,
1

1

ug = 10,10 cm min~ wo = 4,56 cmmin~

to = 2,11 min X9 = 9,64 cm
t, = 2,50 min X, =726cm
Ny = 5,67 cm Ay =37,84cm

Fonte: Elaboragdo prépria com os dados de Shannon et al. [10]

Com os dados da Tabela 2 e as Equacdes (23) e (48) foi elaborada a Tabela 3, que mostra a
comparacdo da altura tedrica com a experimental.

Tabela 3: Suspenséo aquosa de esferas de vidro (H = 31 cm, g, = 0,850, uy =
10,10 cm min™1)

, x(cm) x(cm)
t(min) experimental tedrica
0.00 31,00 31,00
1,25 18,19 18,38
1,50 15,76 15,85
1,75 13,52 13,33
2,00 11,01 10,80
2,25 8,75 8,58
2,50 7,26 7,26

Fonte: Elaboragado prdpria com os dados de Shannon et al. [10]

Como da Tabela 3 os valores tedricos estdo proximos dos experimentais, A, = 37,84 cm €
aceito. Com isso, a fungdo comprimento fica determinada pela Equacéo (43) e é fundamental para
obtencdo de informagdes dos parametros g, e f com base nas Equacdes (45)-(49), cujos resultados
estdo expressos na Tabela 4.

Tabela 4: Suspens&o aquosa de esferas de vidro (H = 31 cm, g, = 0,850, p; = 2,45 g cm™3,
pr=1gcm™3 pu=0,6gcm 'min~")

Parametros
M = 8,23
B =0,99
Ry = 365942,67 gcm >min~1
0o = 79,88 gcm™! min~?
Fonte: Elaboracéo propria

Para efeito de validacéo, na Tabela 4, os parametros o, e 8 foram determinados usando para u o
valor da viscosidade da agua.

Com os dados das Tabelas 2 e 4, a diferenca de pressdes arbitrarias fica determinada pelas
Equacdes (50)-(55).

Se o valor de A, calculado ndo produz a altura tedrica compativel com a altura experimental, a
Equacdo (43) ndo é adequada para o estudo da suspensao particulada. Neste caso, deve ser proposta
outra forma de equacdo no lugar da Equacdo (43) para a funcdo comprimento, o que implica em
mudancgas nas Equacdes (43) e (48).

5. CONCLUSAO
EquacOes estabelecidas neste trabalho, juntamente com dados experimentais, coletados da

literatura, de altura versus tempo da interface superior descendente do proprio teste de proveta,
mostram uma aplica¢do da base preliminar de informagdes estabelecida por Liborio et al. (2015).
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De fato, a base fornece elementos para o estudo de grandezas constitutivas e arbitrarias de uma
suspensao particulada com restricdo de incompressibilidade. Pois, a partir dela podem ser
determinados parametros envolvidos em equacdes propostas para as partes constitutivas da forca
de interacdo e de cada tensor tensdo, como também para a fungdo diferenca de pressdes arbitrarias.

6. NOMENCLATURA

& Porosidade

p, Densidade do constituinte fluido

p, Densidade do constituinte sélido

pr Massa especifica do fluido puro

ps Massa especifica do sdlido puro

V, Velocidade do constituinte fluido

V, Velocidade do constituinte solido

t Variavel tempo

y Coordenada espacial

Py Pressdo do constituinte fluido

P, Presséo do constituinte solido

P, Diferenca de pressoes arbitrarias

¢ Funcdo do tempo

a, Aceleragdo do constituinte fluido

a, Aceleragdo do constituinte solido

o, Parte constitutiva do tensor tensdo para o fluido
o, Parte constitutiva do tensor tensdo para o solido
m Parte constitutiva da forca de interagdo
g, Forca de campo sobre o fluido

g, Forca de campo sobre o sélido

Altura inicial da suspenséao na proveta
Altura da interface superior descendente
Altura da onda de aceleracéo

Altura da interface inferior ascendente
Instante de encontro da interface superior descendente com a onda de aceleragdo
Instante de encontro das duas interfaces
Altura de encontro da interface superior descendente com a onda de aceleragéo
Altura de encontro das duas interfaces
Porosidade inicial

Velocidade de sedimentagé&o livre
Velocidade da onda de aceleragéo
Funcdo comprimento

Funcdo da porosidade

Funcéo da porosidade

Funcéo da porosidade

Aceleracéo da gravidade

Comprimento funcéo da porosidade
Funcdo velocidade

Funcdo velocidade

Funcdo comprimento

Resistividade

Constante admensional

Viscosidade da &gua

Tensdo inicial no sélido

Constante adimensional
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